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Puesto que los números naturales se utilizan para contar objetos, el cero puede considerarse el número que 
corresponde a la ausencia de los mismos. Por ello, el conjunto de los números naturales puede presentarse 
entonces de dos maneras distintas:  
 
Definición sin el cero:  ,...3,2,1N  
Definición con el cero:  ,...3,2,1,0N  
 
El uso del cero como numeral fue introducido en Europa en el siglo XII con la invasión musulmana en la 
Península Ibérica, pero no se consideraba número natural. Sin embargo con el desarrollo de la teoría de 
conjuntos en el siglo XIX, el cero se incluyó en las definiciones conjuntistas de los números naturales. 
 
Quien colocó al conjunto de los números naturales sobre lo que comenzaba a ser una base sólida, fue 
Dedekind, en el s. XIX. Este los derivó de una serie de postulados que después precisó Peano resultando así los 
famosos cinco postulados que llevan su nombre. Zemelo demostró la existencia del conjunto de números 
naturales dentro de su teoría de conjuntos y mediante el uso del axioma de infinitud permite construir el 
conjunto de números naturales como ordinales. 
 
Veamos ahora formalmente el origen del conjunto de los números naturales a partir de los axiomas de 
Peano, teniendo en cuenta la presencia del cero en el conjunto de los números naturales, análogamente sería 
comenzando el conjunto N con el número uno. 
 
Axiomas de Peano 
El conjunto de los números naturales, que representamos por N , posee las siguientes propiedades: 
Axioma 1: 
0 es un número natural. Luego N  porque contiene un objeto, 0, que llamaremos cero. 
Axioma 2: 
Para cada Nx , ,1 naturalnúmero  llamado sucesor o siguiente de x, que denotamos x . Al 
siguiente de 0, lo denotamos 1 y lo leeremos UNO. En consecuencia 10  . 
Axioma 3:  
Nx  se tiene que 0x . 
Axioma 4: 
Si yxyx  . 
Axioma 5: (Inducción) 
Sea A un subconjunto de N  con las siguientes propiedades: 
i) A0  
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ii) Si AxAx   
En estas condiciones NA  . 
 
NOTA: Estos cinco axiomas son los que caracterizan al conjunto N  
 
Teorema: Sean Nyx , . Se verifica: 
a) yxyx   
b) Nx  se verifica xx   
c) Si xuquetalNux  10  
 
Demostración:  
a) Si 

yxyx
ax

4
 absurdo. Luego yx   
 
b) Sea  xxNxA  . Veamos que NA  . 
i) 

A
ax
 000
3
 
ii) 

  AxxxxxAx
a


)
 
En consecuencia por el axioma 5 de inducción NA   
 
c) Sea B el conjunto de números naturales constituido por 0 y por los números naturales para los que 
existe tal u. Es fácil ver que NB   utilizando el axioma 5. Además u es único, porque si 

vuxvu
ax

4
. 
 
OPERACIONES EN N 
Adición en N 
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Definición: A cada par de números naturales yx,  le asignamos un número natural que denotamos yx   
(que leeremos x más y) y llamaremos suma de x con y tal que: 
 a) Nxxx 0  
 b)   Nyxyxyx  ,  
 
Teorema: Nx     Nyyx  1  
Demostración: Supongamos que existen dos formas de definir yx   de modo que se verifiquen a) y b) de la 
definición anterior. Sean )(yh  y )(yk  los números naturales obtenidos al sumar x con y, según esas dos 
formas y veamos que  )()( ykyh   Ny . Sea  )()( nknhNnM  . 
i) Al ser )0()0( kxh  , tenemos que M0 . 
ii) Si Mn , se verifica que       nknh  por el axioma 2 de Peano. 
  

         

Mnnknxnxnknhnxnxnh
sumadefsumadef








 )(  
Luego por el axioma de inducción NM  . 
Nota: Si 0y  tenemos   xxxx  001 . Luego xx 1  
 
Propiedades de la suma: 
 
1. Asociativa:    zyxzyxNzyx  ,,  
 
Demostración: Inducción: Sea      zyxzyxNzA   
 i)    000  yxyxyxporqueA  
 ii) Si AzqueVeamosAz  . : 
            zyxzyxzyxzyxzyx   
Luego NA  . 
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2. Conmutativa: xyyxNyx  ,  
 
Demostración: Inducción: Sea  xyyxNxA   
i) 000  yyyporqueA  
ii) Sea AxqueVeamosAx  . , es decir, que xyyx   
   
   
xyyx
xyyxyxxyxyxy
xyyxyxyxyx









111
11
 
 
3.Elemento neutro: xxxNx  00 . Llamaremos a 0 elemento neutro. 
Demostración: 
 
xxx
sumadefConm
 00  
 
4. Si  0Nx  entonces yyx   
 
Demostración: Inducción: Sea    0 NxconyyxNyA  
i) 000  xxporqueA  
ii) Sea AyqueVeamosAy  :   Ayyyxyx  . 
 
5. Sean Nyx , . Entonces Nzyzxzyx   
 
Demostración: Inducción: Sea   yxconyzxzNzA   
i) yxqueyayxporqueA  000  
ii) Sea         yzzyyzxzzxzxAzqueVeamosAz  : . 
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Nota: El recíproco pone de manifiesto que en N  es válida la propiedad cancelativa para la suma, es decir,  
yxyzxz  , o bien, yxzyzx  . 
 
6. Nyx  ,  se verifica uno y sólo uno de los apartados siguientes: 
 a) yx   
 b)  01  Nu  tal que uyx   
c)  01  Nv  tal que vxy   
 
Demostración: 
a) y b) son incompatibles por la proposición 4 
a) y c) son incompatibles por la propiedad 4. 
b) y c) son incompatibles porque caso contrario    uvxuvxuyx   absurdo porque 
como    uvxvuxxvuvyu  000 . 
Luego a), b) y c) son incompatibles. 
 
Ahora bien, Nx  fijado. Sea A el conjunto de N  (es decir Ny ) para los que se verifica a), b) ó c). Es 
fácil ver que NA  . 
i) Si Ayy  00  porque verifica a) 
ii) Si Ay  vemos que Ayxy  1  
De donde A0  y si Ay  también Ay  . 
Luego NA  . 
 
Multiplicación en N 
 
Definición: A cada par de números naturales yx,  le asignamos un número natural que denotamos 
xyoyx   (que leeremos x por y) y que llamaremos producto de x por y tal que: 
 a) Nxx  00  
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 b) Nyxxyxyx  ,  
 
Teorema: Para cada Nx  Nyyx  ,1 . 
Demostración: Supongamos que existen dos formas de definir yx   de modo que se verifiquen a) y b) de la 
definición anterior. Sean )(yh  y )(yk  los números naturales obtenidos al multiplicar x por y, según esas dos 
formas y veamos que  )()( ykyh   Ny . Sea  )()( zkzhNzA  . 
i) Al ser )0(0)0( kh  , tenemos que A0 . 
ii) Si Az , se verifica que   Azzkxzkxzhzhzkzh  )()()()()( . 
Luego por el axioma de inducción NA  . 
 
Propiedades de la multiplicación 
1. Conmutativa: Nyx  ,  xyyx   
Demostración: Inducción: Sea  xyyxNyA  . Veamos que NA  . 
 i) 0000  yyporqueA  
 ii) Sea Ay . Veamos que Ay  , es decir, que xyyx   
  
  
xyxxyxyxyx
defAydef


 
 Luego por el axioma de inducción NA  . 
2. Distributiva del producto respecto de la suma: Nzyx  ,,   

  xzyzxyxzyx
Conm
  
Demostración: Inducción: Fijados Nyx , . Sea   zxyxzyxNzA   
 i)     Axyxyxxyxyxyxyx  000000  
 ii) Sea Az . Se tiene:  
  
 

 

 
 

Azzxyxxzxyxxzxyx
xzyxzyxzyx
proddef
proddefsumadef





 
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Luego por el axioma de inducción NA   
 
3. Asociativa: Nzyx  ,,     yzxzxy   
Demostración: Inducción: Fijados Nyx , . Sea     yzxzxyNzA  .   
Veamos que NA  . 
 i)         Ayxyxyxxyx  0000000  
 ii) Supongamos que Az . Veamos que Az  . 
  

     
      Azzyxzyxzyx
yzyxyxzyxyxzyxzyx
def

  
Luego por el axioma de inducción NA  . 
 
4. Existencia de elemento unidad:  
El número natural 1, es el elemento unidad para el producto, es decir, Nxxxx  11 .  
Demostración: 
Existencia: 10  ; 

xxxxxxxx
def
 10001  
Unicidad: Supongamos que existen dos elementos unidad, el 1 y otro llamado Nu . Entonces Nx  
tenemos xxx  11  y xxuux  . 

1111
111.
1.1






uuuu
uNComoNxxxu
uuNuComoNxxx
Conm
 
 
Nota: Teniendo en cuenta las propiedades de la adición y multiplicación de números naturales, podemos 
garantizar que  ,,N  es un semianillo conmutativo con elemento unidad. 
 
ORDEN EN N 
Definiciones: 
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a) Si existe 0u  tal que yxuyx  , que leeremos x mayor que y. 
b) Si existe 0v  tal que yxvxy  , que leeremos x menor que y. 
Nota: Es inmediato ver que xyyx   
c) yx  , que leeremos x menor ó igual que y yxóyx   
d) yx  , que leeremos x mayor ó igual que y yxóyx   
 
Nota: Es inmediato ver que xyyx  . 
 
Propiedades de la relación  : 
 
Proposición: la relación   cumple las siguientes propiedades: 
a) Reflexiva: Nxxx   
Demostración: NxxxNxxx   
b) Antisimétrica: Si Nyxyxxyeyx  ,  
Demostración: yx
yxóyxyx
yxóyxyx






 
c) Transitiva: Si Nzyxzxzyeyx  ,,  
Demostración: Veamos tres casos: 
zxzyxzyeyxSi   
zxzyxyxyzySi   
 
 
    zxvuxvuxvyz
vyzuxyquetalNvuzyeyxSi
















 
0
00
,0,
 
 
Definición: Con estas tres propiedades se dice que  ,N  es un conjunto ordenado. 
 
Proposición: Nzyx  ,,  se verifican: 
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a) zyzxyx   
b) zyzxyx   
c) zyzxyx   
 
Demostración: 
  Casos: 
 Sea  0 Nuyx  tal que uxy  . 
Entonces  

 

 

 

zxzyuzxuzxzuxzuxzy
AsocConmAsoc

0
 
 Si  yx   es evidente que zyzx  . 
 Si   zyzxzxzyxyyx
Caso

º1
. 
  Casos: 
 Sea 0 uzyzx  tal que 
           zuxzyzuxzuxuzxuzxzy  
  yxuxy
cancelprop

0
 
 Si zyzx   es evidente que yx  . 
 Si  yxxyzxzyzyzx
Caso

º1
 
 
Proposición:  
a) Si tyzxtzyx  , . Además si uno de los signos en la hipótesis es menor estricto   , 
entonces el signo de la tesis es también menor estricto   . 
b) Nxx 0  
c) yxyx  1  
d) yxyx  1  
 
Nota: a) se suele expresar diciendo que el orden es compatible con la suma. 
Definición: Un conjunto A se dice bien ordenada si es un conjunto ordenado (es decir, cumple las 
propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva) y además tiene elemento mínimo para cualquier subconjunto 
de A no vacío. 
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Teorema:  ,N  es un conjunto bien ordenado. 
Demostración: Vimos que  ,N  es un conjunto ordenado. Veamos que  AconNA , A tiene 
elemento mínimo. 
Sea  ANA , . Sea  AyyxNxB  . 
Como  AyyNyy
NA


00 , luego  BB0 . 
Sea Ay  (existe porque A ) By  1  porque NBAyy 1  
Luego existe un número natural Ba  tal que Ba 1 , ya que en caso contrario NB  . 
Como Ba , se tiene que Axxa  . Además Aa  ya que si Aa  se tiene 
Ayya  BaAyya  11  lo que contradice que Ba 1 . 
Así hemos encontrado un elemento Aa  tal que Axxa  , es decir, A tiene elemento mínimo 
 Aa min  
 
Corolario:  ANA  tal que está acotado superiormente (es decir, Nk  tal que  
Axkx  ),  existe Am  tal que Axmx  . Es decir, todo subconjunto de N no vacío, 
acotado superiormente tiene máximo. 
Demostración: 
Sea  ANA  acotado superiormente. Sea  AxzxNzB  . 
Como A está acotado superiormente Nk  tal que  BBkAxkx . 
Como  ,N  es un conjunto bien ordenado, todo subconjunto no vacío de N  contiene un elemento 
mínimo. 
Como BBNB    tienen elemento mínimo Bb  tal que  BbBzzb min  
Si vemos que Ab  ya está porque sería su máximo. Veamos que Ab  
1º) Si   AbAb  00  
2º) Si ubquetalNub  0 . Supongamos que 
BuAxuxuuxAxubxAb
Bdedef
  1  con 
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buconBuuub  1  lo que es absurdo porque contradice que b sea el mínimo de B 
Ab . 
En ambos casos b es el máximo de A. 
Corolario:  ,N  es un conjunto totalmente ordenado. 
Demostración: Sean a, b números naturales, hay que ver que aboba  . En efecto, por el teorema 
que dice que  ,N  es un conjunto bien ordenado, en el subconjunto  ba,  a ó b son el mínimo. 
Propiedades: 
a)  0 Nzyzxzyx  
b)  0 Nzyzxzyx  
c) Nzyzxzyx   
d) Nzyxyzxz   
e) Nzyxyzxz   
f)  0 Nzyxyzxz  
g) ytxztzyx   
h) ytxztzyx   (tenemos en cuenta que 0t  porque Nentz  ). 
i) ytxztzyx  ,  es decir el orden en N  es compatible con el producto. 
 
ORIENTACIONES DIDÁCTICAS 
En 3º ESO es donde se ha de afianzar el concepto de número natural. Dado el conjunto finito 
 gfedcbaA ,,,,,,  el alumno está habituado a hacer corresponder el número natural 1 a “a”, el 2 a “b”,…, 
el 7 a “g”. Es conveniente que el alumno sepa qué número natural asignado a cada elemento de A es el número 
ordinal de dicho elemento. “a” recibe el nombre de primero, “b” de segundo,…, “g” de séptimo. (Estos son los 
ordinales). 
Los alumnos se familiarizarán con el proceso de asignar a cada elemento de un conjunto su número ordinal, 
llamado operación de contar. También aprenderán lo que es el número cardinal de un conjunto finito, que será 
el ordinal de su último elemento. 
Es conveniente que  los alumnos utilicen bien los paréntesis en sumas y productos de números naturales. ● 
Bibliografía 
Landau, E. Foundations of analysis. Chapter 1: Natural Numbers. 
Fernández de Trocóniz, A. y Belda Villena, E. Análisis algebraico. 
Julio Rey Pastor: Análisis algebraico. 
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Unidad didáctica: A Picasso le gusta la Paz 
Título: Unidad didáctica: A Picasso le gusta la Paz. Target: Profesores de educación infantil. Asignatura: Todas las 
áreas de educación infantil. Autor: Adelina María Sirvent Gárriga, Licenciada en Ciencias de la Educación/ Doctora por 
la Universidad de Alicante, Profesora de Educación Infantil. 
 
JUSTIFICACIÓN 
Con la presentación de esta unidad didáctica pretendemos un doble objetivo, por un lado trabajar la educación 
de la paz con motivo de la celebración el día 31 de enero de la paz escolar. Por otro, queremos acercar a los 
niños al conocimiento de grandes obras pictóricas y de sus autores.  
Trabajaremos en cada sesión con uno o dos bits de inteligencia sobre obras de Picasso. Partiendo de que la etapa 
de educación infantil el cerebro se desarrolla con mayor rapidez, pose una gran plasticidad y se encuentra muy 
receptivo para crear conexiones neuronales. Por ello nos planteamos en estas edades potenciar y estimular 
todas las capacidades del niño. En este sentido, la utilización de los bits, en este caso concreto de arte, estimulan 
las capacidades cerebrales y crean las bases para el conocimiento futuro. Se ha diseñado para descubrir a los 
niños aspectos de la realidad que no siempre tienen cerca y ampliar así los horizontes infantiles. Se trata de abrir 
campos de conocimiento, fomentar en ellos la curiosidad para aprender, facilitar la conexión neuronal, y en 
definitiva, consolidad redes de comunicación. 
El principio básico que debe presidir toda expresión pictórica en la etapa de Educación Infantil; es que sea ante 
todo una actividad lúdica. De esta forma queda asegurada la motivación, así como la vertiente expresiva, de 
proyección al exterior, del trabajo del niño. 
La actividad plástica del niño, tiene unos valores y una estética propios, que nada tienen que ver con los 
patrones que rigen la actividad artística del adulto. Por tanto es erróneo que el adulto pretenda imponer sus 
criterios estéticos o inferir en el trabajo expresivo del niño, exigiendo unos códigos establecidos, impulsando 
estereotipos o favoreciendo representaciones convencionales. El niño al pintar, no está aplicando unos criterios 
artísticos, sino que simplemente se está expresando, y desde esta necesidad de comunicación elige, con total 
libertad, los materiales, los colores, crea unas formas, etc. El profesor debe respetar la libertad expresiva del 
niño y conocer el nivel de maduración y desarrollo evolutivo para ayudarle. No se trata de dejar hacer sin más, 
sino de apoyarles con estímulos (bits de la obra de Picasso) y actividades enriquecedoras (propuesta didáctica) 
para que, de forma progresiva, el niño vaya diversificando sus esquemas gráficos y potenciando sus capacidades 
expresivas. En definitiva, esto es lo que pretendemos en el trabajo que presentamos. 
La manipulación, la experimentación y la observación es uno de los principios metodológicos en la etapa de 
Educación Infantil. Por ello, a través del conocimiento de uno de los pintores más importantes de España, esta 
unidad didáctica permite la manipulación de distintos materiales que pondremos al alcance de los niños y la 
utilización de diferentes técnicas de plásticas, así como la observación y valoración de importantes obras 
pictóricas. 
La observación es una tendencia espontánea en los niños pero las características psicológicas de éstos (el 
sincretismo, la centración y el egocentrismo) hacen que la observación sea asistemática. Pretendemos en esta 
unidad sistematizar las observaciones que los niños hagan de las obras de Picasso siguiendo los siguientes 
pasos: 
